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曲面的微分几何
Bryan

参考：陈维桓《微分几何》，do Carmo, Wikipedia

1 微分形式

1.1 微分形式的定义

考虑 Rn 上的光滑函数 f(x). 几何上，f 确定了一个嵌入 Rn+1 的 n 维曲面（graph）：

Σ:
{(

x, f(x)
)∣∣x ∈ Rn

}
, Σ ↪−→ Rn+1

考虑方向微商算子：

vi
∂

∂xi
: f(x) 7−→ ∂f

∂v
上述表达式采用了爱因斯坦求和约定；作用于 f 的方向微商算子给出了 Rn+1 中的切矢量(

v, vi ∂f
∂xi

)
, 这些切矢量构成了 Σ 的 n 维切平面 TxΣ. TxΣ 可视为线性空间，称为切空间。

由于 f 的任意性，不妨考虑更一般的算子空间 Tx, 其元素为
(
v, vi ∂

∂xi

)
, 可用 Rn 中的矢量 v

代表之。这样便可进一步定义 dxi : Tx → R,

dxi (ej) = δij , dxi (v) = vi (1.1)

其中 i, j = 1, 2, . . . , n.

可见，dxi 是余切空间 T ∗
x 的基底，其作用规则与 Rn 上的投影算子 πi 一致。这便是（一次）

微分形式的定义。实际研究中，往往直观地将 dxi 视为沿 ei 方向的线元。符号约定：为简洁起见，
在不至于混淆的情况下，本文将直接用正常字体表示矢量（如 r），不再加粗（如 r）。

1.2 外微分形式

一次微分形式（1 形式）描述了 n 维空间中的线元。为了描述面元 / 体元，引入外微分形式。
一般来说，p 次外微分形式（p 形式）表示 p 维面元 / 体元 dσ。

为准确地描述空间的定向，外微分遵循反对称张量的运算法则。对三维空间中两矢量 (v1, v2)

构成的面元，考虑其在以 +z 为法向的 xy 平面上之投影，应有：

dx ∧ dy (v1, v2) =

∣∣∣∣∣ dx (v1) dx (v2)
dy (v1) dy (v2)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ (v1)x (v2)x

(v1)y (v2)y

∣∣∣∣∣ (1.2)

将上述结论推广，一般来说，p 次微分形式（p 形式）的基底为 p 个 1 形式构成的反对称张量∧p dxik。考虑矢量组 (v1, . . . , vp), 有：
p∧

k=1

dxik (v1, . . . , vp) = det
(

dxik (vj)
)
, k, j : 张量（矩阵）指标 (1.3)
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上式与 E3 中的求积公式吻合，以此定义 En 中的面元 / 体元是十分自然的。所有 p 形式构成
线性空间：

∧p
T ∗

x , 其维度为
(
n
p

)
. 仍以三维空间中的面元为例，有

(
3
2

)
= 3, 如上图所示。

1.3 外微分算子

外微分算子作用于低阶微分形式上，将其转化为高阶外微分。首先，

df =
∂f

∂xi
dxi , f : 光滑函数 (1.4)

定义外微分算子的作用规则：若 α 是某 1 形式，例如 αi dxi, 则：

dα = d
(
αi dxi

)
= dαi ∧ dxi = dαj ∧ dxj =

∂αj

∂xi
dxi ∧ dxj (1.5)

应小心上述计算过程中傀标的变化，有指标 i → j；一般地，考虑多重指标 I = (i1, . . . , ip),有：

dα = d
(
αI dxI

)
=

∂αI

∂xi
dxi ∧ dxI (1.6)

由此，可以导出乘积的外微分法则；若 α 为 p 形式，则：

d(α ∧ β) = d
(
αIβJ dxI ∧ dxJ

)
= d(αIβJ) ∧ dxI ∧ dxJ

= (dα) ∧ β + dβJ ∧ α ∧ dxJ

= (dα) ∧ β + (−1)p α ∧ dβ

(1.7)
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外微分的另一重要性质为：二重外微分 d(d · ) = 0. 这同样可以由上述微分法则导出：

d(dα) = d
(
∂αI

∂xi
dxi ∧ dxI

)
= d

(
∂αI

∂xj
dxj ∧ dxI

)
=

∂2αI

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj ∧ dxI

(1.8)

注意到外积的反对称性：dxi ∧ dxj = −dxj ∧ dxi, 同时，∂2
ij = ∂2

ji, 故：

∂2αI

∂xi∂xj
dxi ∧ dxj +

∂2αI

∂xj∂xi
dxj ∧ dxi = 0, ∀ i, j

从而，d(dα) ≡ 0.

需要说明的是，∂2
ij = ∂2

ji 看似是曲面连续性的平凡推论，但事实上与曲面嵌入的外围空间之
平坦特性有关。

注意，二重外微分与通常的二阶微分意义完全不同；一般来说，

d2f =

(
dxi ∂

∂xi

)2

f ̸≡ 0 (1.9)

结果是关于 dxi 的二次型。由于二阶外微分恒为 0, 故此后若出现 d2 记号，指通常的二阶微分。

1.4 外微分运算的几何意义

之所以按上述法则定义外微分运算，是为了使之满足 Stokes 定理：
ˆ
∂Ω

α =

ˆ
Ω

dα (1.10)

记 α = αI dxI , 上式可展开为：
ˆ
∂Ω

αI dxI =

ˆ
Ω

∂αI

∂xi
dxi ∧ dxI (1.11)

结合微积分基本定理，即可证明 Stokes 定理；Stokes 定理本身则为微积分基本定理的推广。

因此，上述定义保证了以下事实，那就是外微分运算是作用于 0 形式（光滑函数）上的微分运
算之直接推广。如果外微分 α表述了某一流形在某一系列边界上的量，则 dα将给出该量在边界包
围的内部的变化情形。或者说，边界量 α 的变化特征 dα 在连续性条件下将给出边界内部的描述。

下面应用微分形式的语言，给出二维曲面的基本描述。这一语言及其描述的曲面特征可以方便
地推广到多维情形，用以研究所谓黎曼流形的微分几何。
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2 二维曲面的基本特征

R3 中的正则参数曲面通过非退化映射：

r : D −→ R3

定义。记 (u, v)
r7−→ (x, y, z), 要求 ∂(x,y,z)

∂(u,v) ̸= 0, 即 rank∇r ̸= 0, 即：

ru × rv ̸= 0

此时，r : D −→ Σ ↪−→ R3 为局部微分同胚，或称为浸入（immersion）。为便于书写，且便于
推广到高维情形，记

(
u1, u2

)
=
(
u, v
)
, 同时

(
r1, r2, r3

)
=
(
x, y, z

)
.

2.1 曲面上的长度、角度与面积

通过曲面的第一基本形式表征曲面上的长度，有：

I ≡ (dr)2 = δij dri drj = δij

(
∂ri

∂uα
duα

)(
∂rj

∂uβ
duβ

)
=

(
δij

∂ri

∂uα

∂rj

∂uβ

)
︸ ︷︷ ︸

gαβ

duα duβ (2.1)

张量 gαβ 称为曲面的度量，它具有多重的意义：

1. 在某一点 p 处，定义二次型 Ip(X,Y ) = gαβX
αY β , 易验证 Ip(X,Y ) 是 p 处切空间上的内

积。其中，Xα, Y β 是切矢量 X,Y 在局部坐标系 (p ; ru, rv) 中的分量。

2. Ip 与 p 的函数关系确定了一个弯曲的二维空间（流形），曲面 Σ 是该流形嵌入 R3 中的形
象化表示。

事实上，ru = ∂r
∂u ,因此可直观地将 ∂

∂u 看作切矢量，而 du则是 dr在基底 ∂
∂u 下的坐标。du , ∂

∂u

互为对偶。为简单起见，常略去下标 p, 直接将第一基本形式记为 I.

曲面上的曲线可以通过 s
γ−→ D r−→ Σ 表示，记两相交曲线在交点处的微元为 dr , dr̃, 则：

cos∠(dr , dr̃) =
⟨

dr
ds ,

dr̃
ds

⟩
= I
(

dr
ds ,

dr̃
ds

)
(2.2)

s 是两曲线的弧长参数。

利用矢量积与标量积的关系，可以导出面积微元的大小；利用外积 ∧, 可将 dσ 形式地表示为：

dσ = ∥ru × rv∥du ∧ dv =
√

det(gij)du ∧ dv (2.3)

可以证明，上述几何量的形式在参数变化下不变。

在上面的记号中，(gij) 意指张量 gij 的矩阵表示。对于二阶张量来说，其矩阵表示是方便可行
且较为形象的。在不至于混淆的情形下，简记矩阵 (gij) = g.
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2.2 切矢量场的正交化

考虑函数关系 ru = ru(u, v), 可见 ru 定义了 Σ 上的一个切矢量场。rv 亦然。微分方程的理论
告诉我们，给定 Σ 上的任意线性无关矢量场 (a, b), 总可以找到适当的积分因子，使点 p 邻域内的
曲面重新参数化，从而：

rũ � a, rṽ � b

不妨取 (a, b) 为 Schmidt 正交化后的 (ru, rv), 则 (ũ, ṽ) 对应的参数曲线网是正交的。重记新
参数为 (u, v), 则此时第一基本型简化为：

I = ∥ru∥2(du)2 + ∥rv∥2(dv)2

3 曲面间的对应

考察参数曲面的定义 r : D −→ Σ, 这实际上描述了平面区域 D 到曲面 Σ 的一个充分光滑的
对应。一般地，考虑曲面 Σ 和 Σ̃, 考察它们之间的对应 σ : Σ −→ Σ̃, 若 p 7→ p̃, 则可通过 σ 诱导
两处切空间上的映射 dσ，称为前推（pushforward, 又记作 σ∗）。

T Σ T Σ̃

Σ
(u,v)

Σ̃
(ũ,ṽ)

dσ

πΣ
π
Σ̃

σ

切空间的映射——前推

定义 dσ, 使得 Σ 上曲线 γ 与对应的 Σ̃ 上曲线 γ̃ 的切向一致，则：

dσ
(

∂

∂uα

)
=

∂ũβ

∂uα

∂

∂ũβ
, σ∗(ru, rv) = (r̃ũ, r̃ṽ)

(
∂(ũ, ṽ)

∂(u, v)

)
(3.1)

直观的图像如下所示。若 Σ 是平直空间 D，则 dσ 正是多元微积分中定义的导映射。
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上面的记号中，Jacobian 矩阵
(

∂(ũ,ṽ)
∂(u,v)

)
= ∇

(
ũ

ṽ

)
, ∇ = (∂u, ∂v) 为行矢量。一般地，对 T Σ 中

以坐标 X 表示的矢量, 有以下关系：

σ∗(X) = dσ (Xα∂α) = ∂̃β
∂ũβ

∂uα
Xα =

(
∂(ũ, ṽ)

∂(u, v)

)
X (3.2)(

∂(ũ,ṽ)
∂(u,v)

)
X 正是前推矢量在 T Σ̃ 中的坐标表示。可类似地定义拉回 σ∗ : T ∗Σ̃ −→ T ∗Σ. 有：

σ∗(dũβ) =
∂ũβ

∂uα
duα

事实上，如果不考虑严谨性，由一阶微分形式不变性，可以直接书写：

dũβ =
∂ũβ

∂uα
duα ,

∂

∂uα
=

∂ũβ

∂uα

∂

∂ũβ

但由于 dũ , du 实际生活在不同的线性空间中，∂̃, ∂ 亦然。因此有必要定义前推和拉回。

若 σ 是微分同胚，则可利用前推、拉回实现曲面的重新参数化。实际上，我们有两种等价的
方式来定义坐标变换：微分同胚是“主动”坐标变换，而传统的坐标变换是“被动的”。考虑—个
n 维流形 M，具有坐标函数 xµ. 为了变换坐标，我们要么简单地引进另一个坐标函数 yµ, 即保持
流形不变而改变坐标映射；要么我们引进一个微分同胚，使原来的坐标被拉回从而定义新坐标，也
就是说在流形上移动点，而考虑新点的坐标。

3.1 保长对应与保角对应

保长对应，意味着 I (X,X) ≡ I (X) = Ĩ
(
σ∗(X)

)
. 这表明：

g = JTg̃J (3.3)

其中 J 为 Jacobian 矩阵，g 是 gαβ 的矩阵表示, g̃ 亦然。

用微分形式书写，则：

I = gαβ duα duβ

=

(
∂ũi

∂uα
g̃ij

∂ũj

∂uβ

)
duα duβ

= g̃ij

(
∂ũi

∂uα
duα

)(
∂ũj

∂uβ
duβ

)
= g̃ij σ

∗(dũi
)
σ∗(dũj

)
≡ σ∗Ĩ

(3.4)

即保长对应的条件可简写为：

σ∗Ĩ = I (3.5)

类似地，保角对应的条件则可以表示为：

σ∗Ĩ = λ2I (3.6)

保角对应常称作共形。
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任两个正则参数曲面的局部共形是普遍存在的。事实上，任意二维的正则参数曲面都可在局部
与平面建立共形对应，对应关系的寻找可化为柯西—黎曼方程的求解，再进而化为拉普拉斯方程的
求解。由偏微分方程理论可得解的存在性。

3.2 高斯映射

考察曲面 Σ 上的单位法矢量场：
n =

ru × rv
∥ru × rv∥

n 可以视为 Σ −→ S2 的光滑映射，称为高斯映射。可以猜想，dn 反映了曲面的弯曲程度。

根据 n 选取 S2 上的适用参数系 (u, v), 此时 n 相当于恒同映射。利用 (3.1), 将 r, r̃ 置于相同
的 R3 空间中，可得：

n∗(ru, rv) = (r̃u, r̃v) = (nu, nv) (3.7)

球面 S2 具有很好的一个特性：ñ = r̃, 因此 ñ = n, 切平面 TpΣ 与 Tg(p)S
2 平行，可以自然地

等同起来。从而，n∗ 可以方便地用矩阵形式表示，记之为 W , 则有：

(nu, nv) = (ru, rv)W (3.8)

事实上，W 完整地描述了曲面局部的弯曲情况。有：

nβ = rγ δ
γα ⟨rα, nβ⟩ = rγW

γ
β (3.9)

4 曲面弯曲的描述

4.1 曲面局部的近似方程

将曲面 r(u, v) 在点 p 的局部展开，有：

∆r = dr + 1

2
d2r + · · · (4.1)

不妨记 dρ = (du , dv)T, 则：

dr = duα ∂r

∂uα
=
(
∇r|p

)
dρ ,

d2r =

(
duα ∂

∂uα

)2

r =
∂2r

∂uα∂uβ
duα duβ = (dρ)T

(
∇T∇r|p

)
(dρ)

(4.2)

其中，∇T∇r 为 Hessian 矩阵。

回顾第一基本形的定义：
I = (dr)2
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下面定义第二基本形：

II = d2r · n (4.3)

它们分别对应 (4.1) 的线性项和二次项。事实上，取局部标架 {p; ru, rv, n}, 曲面的方程为：

z = ∆r · n =
1

2
II(X)|X=(x,y) + · · · (4.4)

跟 W 类似，II 描述了曲面局部的弯曲情形。据 d2r 的定义，有：

II = ⟨rαβ , n⟩duα duβ = bαβ duα duβ (4.5)

注意到，0 = ⟨rα, n⟩ = ∂β⟨rα, n⟩ = ⟨rαβ , n⟩+ ⟨rα, nβ⟩, 结合 (3.9), 可得：

W γ
β = −gγαbαβ = −bγβ ,

II = d2r · n = −dn · dr = −n∗(dr) · dr
(4.6)

可见，将第二基本量 b 用 g 单位化，再加一负号，即得 W . 写成矩阵形式，

W = −g−1b (4.7)

也就是说：

II
(

X

∥X∥

)
=

II (X)

I (X)
= − I(X,WX)

I (X,X)
(4.8)

负号可以通过如下例子来理解：考虑半径为 1
κ 的球面，在其上点 p 处建立局部坐标系，取外

法向为 z 轴，有球面方程：

z = −1

2
κ
(
x2 + y2

)
+ · · · (4.9)

即 II = −κ
(
(du)2 + (dv)2

)
. 而显然有 W =

(
κ

κ

)
, 两者差一负号。

4.2 曲面定向对基本量的影响

若对 Σ 作一参数变换：(u, v) → (ũ, ṽ), 易知 g 和 g̃ 差一合同变换；对于 b, b̃, 是否有类似的关
系呢？事实上，

rũ × rṽ = det
(
∂(ũ, ṽ)

∂(u, v)

)
ru × rv,

ñ = n sgn det
(
∂(ũ, ṽ)

∂(u, v)

) (4.10)

若等式右边的行列式为正，则 ñ = n, 根据 b 的定义，可知 b, b̃ 确实差一合同变换；若等式右
边的行列式为负，则这一参数变换改变了曲面的定向，此时 b̃ 与 b 不仅差一合同变换，还差一符
号。
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4.3 曲面的各种曲率

一般情况下，ruv = rvu, 而：

⟨rα, nβ⟩ = −⟨rαβ , n⟩ = −⟨rβα, n⟩ = ⟨rβ , nα⟩ = ⟨nα, rβ⟩

即 n∗ 是自伴算符，W 是对称矩阵。W 总有 dimΣ 个实特征值，记为 κi, 称 κi 为 Σ 的主曲率。

在不改变定向的参数变换下，容易验证，W 和 W̃ 之间差一相似变换，{κi} 不变。因此 κi 是
几何量，与参数选取无关（但与曲面定向有关）。

考虑由 {κi} 构成的对称多项式，定义：

平均曲率：H = κ =
1

dimΣ
trW,

高斯曲率：K =
∏
i

κi = detW,
(4.11)

它们都是几何量；平均曲率还常简称为中曲率。二维的情形下，K 与定向选取无关。

K,H 都有明确的几何意义。事实上，|K| 是高斯映射的面积放大率：

dn(σ) = ∥nu × nv∥du ∧ dv = |K|∥ru × rv∥du ∧ dv = |K|dσ (4.12)

K < 0 意味着高斯映射改变了面元的定向。相应地，2H = δA
δV , 其中 δA 为面积的变分，δV 为曲

面所围体积的变分。取 δr = n δl, 证明如下：

A =

ˆ
D
∥ξ∥dudv , ξ = ru × rv,

∴ δA =

ˆ
D
δ∥ξ∥dudv

(4.13)

而 δ∥ξ∥
δl = ξ

∥ξ∥ · δξ
δl = n · δξ

δl , 考察 ∆ξ 含法向分量的线性部分，有：

∆ξ = r̃u × r̃v − ru × rv

= (r + n δl)u × (r + n δl)v − ru × rv

= (ru × nv + nu × rv) δl + · · ·

(4.14)

(· · ·) 中包含纯粹的切向分量，以及 δl 的高阶成分，均可忽略，可得：

δ∥ξ∥ = δξ · n = δl (ru × nv + nu × rv) · n

= δl
(
ru ×W 2

2 rv +W 1
1 ru × rv

)
· n

= δl (trW ) (ru × rv) · n

= 2H δl ∥ξ∥

(4.15)

因此，

δA = 2H δl

ˆ
D

∥ξ∥dudv = 2HAδl = 2H δV (4.16)
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5 曲面上的微分

5.1 自然标架的运动公式

考虑曲面上的局部标架 {p ; ru, rv, n}, 我们已经知道：

nβ = rγW
γ
β = −bγβrγ (5.1)

从标架运动的角度看此公式，可见其描述了基矢 n 的运动，称之为 Weingarten 公式。

类似地，考察 ru, rv 的微商, 有：

rαβ = Γγ
αβrγ + bαβn (5.2)

这是 Gauss 公式，Γγ
αβ 是仅与第一基本形有关的系数。

事实上，有：

Γγ
αβ = Γγ

αβ = gγξ ⟨rξ, rαβ⟩,

Γγαβ = ⟨rγ , rαβ⟩,
(5.3)

注意到，gαβ = ⟨rα, rβ⟩, 因此，

∂gαβ
∂uγ

= Γβαγ + Γαβγ (5.4)

5.2 协变微分

根据 Gauss 公式，有：

rαβ = Γγ
αβrγ + bαβn (5.5)

当我们只关注曲面的内蕴几何时，等号右边的第二项是无关紧要的；此时，考察投影：

rT
αβ = Γγ

αβrγ

这称为 rα 沿参数曲线的协变微商。

进而，对任意切矢量场 X = xγrγ , 有协变微分：

DX = (dX)
T
= dxα rα + xα(drα)T

= dxα rα + xαrT
αβ duβ

=
(

dxγ + xαΓγ
αβ duβ

)
rγ

=

(
∂xγ

∂uβ
+ xαΓγ

αβ

)
duβ rγ

由此定义切矢量场（分量）沿参数曲线的协变微商：

∇β x
γ =

∂xγ

∂uβ
+ xαΓγ

αβ (5.6)
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上式中，第一项正是普通的微商，而第二项则是标架变动引起的修正项。对矢量场而言，协变
微商与普通偏微商的区别在于，前者是几何量，与参数选取无关；后者虽形式简洁，但由于矢量场
的分量与参数选取相关，其偏微商自然也与参数的选取相关，并不具有明确的几何意义。

给定曲线 r = r(t), 曲线的切向 α = αγrγ , 自然有沿 r(t) 的协变微商：

DX

dt =
duβ

dt
(
∇β x

γ
)
rγ

或以分量表示矢量（Einstein），

Dxγ

dt =
duβ

dt ∇β x
γ (5.7)

可见，D
dt 是方向微商满足协变要求下的推广，∇β 是作用于矢量场的协变梯度算子，作用结果

是个二阶张量。而对于曲面上的标量场 f , 有 ∇β = ∂β , 不存在标架变动引起的修正。

利用协变微商，可以将平面上的平行概念推广到一般的曲面上。称矢量场沿 r(t) 平行，当且
仅当 DX

dt = 0. 由此，还可以根据一点处的矢量 X0 构造出沿 r(t) 的平行矢量场 X|r(t).

5.3 切空间上的联络

前面已经说明，根据协变微分等于零这一条件，可以沿曲线 r(t) 构造出 X0 的平行切矢量场
X. 这一过程称为切矢量的平行移动（parallel transport / translation）。

根据协变微分的定义可知，切矢量平行移动的结果仅仅与曲线及切空间有关；指定曲线 γ, 则
协变微商定义在切丛

{
TpΣ | p ∈ γ

}
上。切丛以外的区域对协变微商没有影响。

切矢量的平行移动确立了切空间 TqΣ 与 TpΣ 之间的一种自然的联络（connection），这种联络
使得我们可以比较不同切空间中的量。一般来说，Y |q, Y |p 之间的运算是没有意义的，因为两者处
在不同的切空间中；而平行移动则建立了 TqΣ 与 TpΣ 之间的一种等价关系：

P : TpΣ −→ TqΣ

P 是等距线性同构，这意味着 P ∈ O(2); 对可定向曲面，进一步有 P ∈ SO(2).

此时，取 q → p, γ 为一闭合曲线，则：

Holp =
{
Pγ : TpΣ −→ TpΣ

∣∣∣ ∀ γ
}

是 SO(2) 的子群（即 holonomy group）。

前述通过切矢量平行移动导出的联络称为 Levi-Civita 联络。切矢量的平行移动是由协变微商
导出的，由此类推，切丛上的联络一般可通过微分算子 ∇ 或微分形式 Dxα 具体地表示出来。

由于微分运算的线性特性，可以考察微分算子作用到基底上的结果，其系数便是联络系数。
Levi-Civita 联络的联络系数正是 Γγ

αβ , 这是因为，

∇β rα = Γγ
αβrγ (5.8)
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如果使 ∇γ 与 xγ 缩并，则得到曲面上的散度：

∇γ x
γ ≡ ∇ ·X (5.9)

取正交标架，则有 gαβ = gααδ
α
β , 从而：

Γγ
αγ = gγξ⟨rξ, rαγ⟩ =

∑
γ

gγγ · 1
2

∂gγγ
∂uα

=
∑
γ

1

2gγγ

∂gγγ
∂uα

=
∑
γ

∂ ln√
gγγ

∂uα

=
∂ ln

√
det g

∂uα
=

1√
det g

∂
√

det g
∂uα

进而，

∇ ·X = ∇γ x
γ = ∂γx

γ +
xγ

√
det g

∂
√

det g
∂uγ

=
1√

det g
∂

∂uγ

(
xγ
√

det g
) (5.10)

6 曲面上的活动标架

前面采用的自然标架是所谓活动标架的特例。一般来说，活动标架可以与参数系仅保持松弛的
关系，此时考虑标架场沿参数曲线的微商意义不大，作为替代应考虑标架场沿曲面的微分，这与参
数系的选取无关。在这种情况下，可利用微分形式的运算统一地得到曲面的几何特性。

若只关心流形的内蕴几何特性，只需将微分 d 替换为协变微分 D 即可。事实上，任一黎曼流
形总可光滑嵌入 En 中（Whitney, Nash），而在平坦的外围空间中利用通常微分 d 研究流形的特
征显然比利用协变微分更加方便，因此下面依然从外围空间中的标架出发来引入活动标架。

6.1 标架空间的结构方程

与自然标架不同，活动标架可能依赖许多参数。事实上，考虑一般情形，记 Rn 中活动标架原
点的矢径为 r, 则有：

r = riξi

其中 ξi 为 Rn 标准基。记活动标架的基底为 ej , 则：

ej = ξi a
i
j

可见，一般来说，确定 Rn 中的某一活动标架，须知原点坐标 ri, 以及基矢参量 aij , 共需(
n+ n2

)
个参量。这些参量所处的空间 Rn × GL (n,R) 称为标架空间。

若只考虑右手系，则标架空间限制为 Rn ×GL+(n,R); 若仅考虑右手单位正交标架，则可将标
架空间进一步限制为 Rn × SO (n). 再进一步，若只考虑限制在曲面 Σ 上的标架，则 Rn 可限制为
Σ. 可见，在特定条件下，可以用小于

(
n+ n2

)
个参数来描述活动标架限制在标架空间中的区域；

对于自然标架而言，dimΣ 个参数足矣。
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记 b = a−1, 则有 ξk = ej b
j
k. 对矢径取微分，再于活动标架中表示，可得：

dr = drk dξk =
(
bjk drk

)
︸ ︷︷ ︸

ωj

ej

类似地，对 ei 微分，可得：
dei = ξk daki = ej

(
bjk daki

)
︸ ︷︷ ︸
ωj

i ∼ ωj
i

这便是活动标架的微分公式，可以视作自然标架运动公式的推广。

上面的 ωj , ωj
i 均为一次微分形式，称为活动标架的相对分量；其中，ωj 与度量相关，ωj

i 与联
络相关。称此为相对分量，是因为这是将微分用局部标架表示的结果，相应的绝对分量应为前述的
ri, aij 或其微分。

进一步取二阶外微分，利用乘积的外微分法则，可得 ωj , ωj
i 应满足的结构方程：

dωj = ωk ∧ ωj
k, dωj

i = ωk
i ∧ ωj

k (6.1)

上式对一般活动标架均成立。它表明，相对分量 ωj , ωj
i 并不是独立的。

6.2 自然标架场的结构方程

自然标架是一种特殊的活动标架，有 eα = rα, α = 1, 2. 此时，

dr = rα duα

可见，ωα = duα, 记第三个分量为 ω0 = 0. 令 Gauss-Weingarten 公式两边与 duβ 缩并，可得：

drα =
(
Γγ
αβ duβ

)
︸ ︷︷ ︸

ωγ
α, 联络

rγ +
(
bαβ duβ

)
︸ ︷︷ ︸
ω0

α, II 基本量

n, dn =
(
−bγβ duβ

)
︸ ︷︷ ︸

ωγ
0 , Weingarten 映射

rγ , ω0
0 = 0

这便给出了所有相对分量的表达式。用矩阵表示，各分量的分布如下：

d(rα, n) = (rγ , n)


ωγ
α ωγ

0

ω0
α ω0

0

 (6.2)

将上述分量表达式代入结构方程，注意到 ω0 = 0, ω0
0 = 0, 由于 Γγ

αβ , bαβ 关于下指标 α, β 对
称，可知第一组结构方程：

0 = dωj = ωk ∧ ωj
k = ωα ∧ ωj

α =

Γγ
αβ duα ∧ duβ , j = γ = 1, 2

bαβ duα ∧ duβ , j = 0

自动成立；而第二组结构方程可拆分为以下部分：

dω0
0 = ωβ

0 ∧ ω0
β , (6.3a)

dω0
α = ωβ

α ∧ ω0
β , dωγ

0 = ωβ
0 ∧ ωγ

β , (6.3b)

dωγ
α = ωβ

α ∧ ωγ
β + ω0

α ∧ ωγ
0 (6.3c)
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其中，(6.3a) 揭示了 II 基本量与 Weingarten 映射的一致性，事实上，

0 = dω0
0 = ωβ

0 ∧ ω0
β = −bβαbβγ duα ∧ duγ

容易证明系数
(
−bβαbβγ

)
关于 α, γ 对称，因此上式自然成立。

同理，不难理解和证明，(6.3b) 中两式等价，因此结构方程中的独立、非平凡部分只有两组：

dωγ
α = ωβ

α ∧ ωγ
β + ω0

α ∧ ωγ
0 (6.4a)

dω0
α = ωβ

α ∧ ω0
β (6.4b)

化简上式，将得到 Γγ
αβ 与 bαβ 应满足的相容性条件。

事实上，根据 rαβγ = rαγβ , 以及 nβγ = nγβ , 可以导出与上述方程完全一致的结果。上述两
种导出方式的共同点在于，都使用了二阶偏微商可交换的条件。（结构方程的证明利用了二阶外微
分为零的特性，而这一特性正是二阶偏微商可交换的直接推论。）其中，(6.4a) 称为 Gauss 方程，
(6.4b) 称为 Codazzi 方程。

对于二维的情况，Gauss 方程可约化为：

R1212 = det (bαβ) (6.5)

其中，Rαδβγ = gδηR
η
αβγ 之定义仅与 Γγ

αβ 及其偏微商有关；相应地，Codazzi 方程则化为关于 bαβ

之偏微商的一组方程；但是，在一般形式的 Codazzi 方程中，难以将 g 和 b 分离开来，因此其意
义不如 Gauss 方程那么重大（除非取正交曲率线网时，这将在后文中详细说明）。

考察曲面上的高斯曲率，有：

K =
det b
det g =

R1212

det g (6.6)

仅仅与第一基本形式有关，而与第二基本形式无关。这正是高斯绝妙定理。可见，高斯曲率与第一
基本形式是曲面内蕴几何的体现。

6.3 单位正交的活动标架

可将自然标架的基矢单位正交化，得到单位正交活动标架。此时 ⟨ei, ej⟩ = δij , ∀ i, j, 故有：

ωj
i + ωi

j = 0

特别对 i = j 的情形，有 ωi
i = 0.

因此，对一般的单位正交活动标架而言，相对分量中的可变独立参量至多只有 6 个，对应刚体
的 6 个自由度。如果该单位正交标架是由自然标架正交化得来的，那么它将只依赖曲面参数 (u, v)

以及一个切平面内的任意旋转 θ. 此时，

duα 正交化，单位化−−−−−−−−−→
线性变换

ωα,

在这种情形下，各相对分量难以像上一节一样用 Γγ
αβ , bαβ , gαβ 直接表示出来，但各量的几何

意义与对应的自然标架下的量保持一致；事实上，总可以在一点处取正交参数系，再适当重新参数
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化，得到一点处的单位正交自然标架，使其与所取的活动标架一致。因此，ωγ
α 依然表示联络，而

ω0
α, ω

γ
0 依然与曲面的外在弯曲有关。

注意到，eα 是 rα 的线性组合，且满足正交条件，这导致：

I =
∑
α

(ωα)
2
,
(
ωj
i

)
=


0 −ω2

1 −ω0
1

+ω2
1 0 −ω0

2

+ω0
1 +ω0

2 0


可以将非零的 ωj

i 用 ωα 线性表示出来，这可以通过第一组结构方程 dωj = ωα ∧ ωj
α 实现。

首先，考虑联络形式 ω2
1 , 取 j = γ = 1, 2, 结合单位正交条件，方程可约化为：

dωβ = ωα ∧ ωβ
α, α ̸= β

设 ω2
1 = pω1 + qω2, p, q 为待定系数，代入解得：

ω2
1 =

(
dω1

ω1 ∧ ω2

)
ω1 +

(
dω2

ω1 ∧ ω2

)
ω2 (6.7)

欲知 ω0
α, 则取 j = 0,

0 = dω0 = ωα ∧ ω0
α

设 ω0
α = hαβω

β , 代入上式，得：
hαβ ω

α ∧ ω0
α = 0

当且仅当 hαβ = hβα 时，上式成立。

注意到，ω0
α 正是 II 基本量对应的微分形式，有：

ω0
α = ⟨n,deα⟩

而：
d2r = duα ∂

∂uα
dr = duα drα = ωα deα

从而，
II = ⟨n,d2r⟩ = ωαω0

α = hαβω
αωβ

比较 II 的两种表达式：

II = hαβω
αωβ = bαβ duα duβ (6.8)

可由 bαβ 确定 hαβ , 进而由 ω0
α = hαβω

β 确定 ω0
α.

综上可知，取 eα 落在切平面上的单位正交活动标架，则 ωγ
α 的非零项由 ωα 唯一确定；而 ω0

α

或 ωγ
0 则须结合曲面的第二基本型确定。
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6.4 曲面上的几何量

前面已经提及，eα 落在切平面上的单位正交活动标架并非唯一，标架之间可以相差一个任意
的转角 θ. 如果曲面上一点处的某一量与该角度无关，它便是曲面的几何量。

记变换前后的 eα 可通过一旋转矩阵 R = Rθ ∈ SO (2) 联系起来，已知变换前后的不变量：

dr = ωαeα, dn = ωγ
0 eγ

视 ωα, ωγ
0 为列矢，标架旋转 θ, 则 ωα, ωγ

0 均须左乘 R−1 = R(−θ). 由此可见，标架旋转前后，

dσ = ω1 ∧ ω2, dσn = ω1
0 ∧ ω2

0 = ω0
1 ∧ ω0

2 ,

I =
∑
α

(ωα)
2
, II = ωαω0

α

(6.9)

不变，从而是曲面上的几何量。

又已知 II = hαβω
αωβ , 可得：

h̃ = RThR = R−1hR

即 h̃ 为 h 做相似变换的结果，从而其秩和行列式不变，它们分别对应中曲率和高斯曲率。

事实上，dσn 正是面元 dσ 在 Weingarten 映射下的对应，因为：

ωγ
0 = δγξ⟨eξ,dn⟩ (6.10)

而根据 (3.9), 这正是 Weingarten 映射的像（的分量）。又知 ω0
α = hαβω

β , 直接计算可得，

dσn = dethdσ (6.11)

这又一次证明了，K = deth 是高斯映射的面积放大率。

对联络形式而言，则有：

ωγ
α = ⟨eγ ,deα⟩ (6.12)

由于一般来说 θ ̸= const., 联络形式 .并 .非几何量，有：
ω̃β
α = ωβ

α − (−1)α dθ , β ̸= α (6.13)

但由于 d(dθ) = 0, 其微分 dωγ
α 确是几何量。而且，对 β ̸= α, 利用第二组结构方程，

dωβ
α = ω0

α ∧ ωβ
0 = (−1)αK dσn (6.14)

从而：

K = (−1)α
dωβ

α

ω1 ∧ ω2
, β ̸= α (6.15)

由于 dωβ
α 仅与 ωα 有关，这再一次证明了高斯绝妙定理。
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7 活动标架的应用

7.1 正交参数系上的联络形式

取正交参数网，自然标架（未单位化）的相对分量也将出现反对称性，只是一般来说对角元
ωi
i ̸≡ 0. 此时，无须正交化，只需单位化；简记 g 的对角元为 g1,2, 有：

ωα =
√
gα duα , dσ =

√
det g du1 ∧ du2

注意，等式右边并不对 α 求和。

由于 ωα 仅与 duα 相差一个系数，可以将其他的相对分量均以 duα 表达出来；若想如上一节
一样将它们用 ωα 表出，只需再考虑系数 √

gα 即可。

欲利用 (6.7) 求得联络形式，须先计算 dωα:

dωα = d√gα ∧ duα = (
√
gα)β duβ ∧ duα = (−1)α(

√
gα)β

dσ
√
gαgβ

, β ̸= α (7.1)

因此，

ω2
1 =

∑
α̸=β

(−1)α(
√
gα)β

√
gα duα

√
gαgβ

=
∑
α̸=β

(−1)α

((√
gα
)
β√

gβ

)
duα (7.2)

利用联络形式在正交参数系下的表达式，结合上一章给出的 (6.15), 可以写出高斯曲率：

K = −
∑
α ̸=β

(−1)α

((√
gα
)
β√

gβ

)
β

duβ ∧ duα

dσ

= − 1√
det g

∑
α̸=β

((√
gα
)
β√

gβ

)
β

(7.3)

这便是高斯曲率在正交参数系下的内蕴表达式。

7.2 正交曲率线网上的相对分量

若取正交的曲率线网作为参数曲线网，类似记 b 的对角元为 b1,2, 则有：

II = hαβω
αωβ =

∑
α

bαβ(duα)
2

已知 ωα =
√
gα duα, 比较得 h 也是对角化的，对角元为 bα

gα
, 这与前面定义的主曲率差一符号；为

简洁起见，重定义此为主曲率 κα. 进一步可得：

ω0
α = hαβω

β = κα
√
gα duα =

bα√
gα

duα

注意到，上一章的诸多讨论均只用到了第一组结构方程；第二组结构方程（亦即 Gauss-Codazzi
方程）仅出现了一次，出现在导出 dω2

1 表达式，从而给出 K 表达式的过程中。下面在正交曲率线
网的条件下写出这组方程的显式。
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首先，Gauss 方程化为：

det b = −
√

det g
∑
α̸=β

((√
gα
)
β√

gβ

)
β

(7.4)

等式右边实际上正是前面定义的 R1212, 如果利用 K = deth = det b
det g , 将再次给出 K 的内蕴表达式。

这并不稀奇；事实上，前面给出 K 表达式的过程中，正是利用了 Gauss 方程。

下面考察 Codazzi 方程。我们从未用过这组方程，因此它应当导出全新的结论。事实上，直接
代入已知表达式，简单计算即可得到，

(bα)β = H(gα)β , α ̸= β (7.5)

其中，为记号方便，定义 H = 1
2

∑
α

bα
gα

, 与前文的定义差一符号。

7.3 曲面上的曲线

沿曲面上的曲线 r(s) 确定了一单位切向量场 X, 由前所述，其协变微分定义为：

DX = (dX)
T
= dxα eα + xα(deα)T

= eγ
(
dxγ + xαωγ

α

)
设 X 与活动标架夹 θ 角，则由 X 是单位矢量场，记其法向（左旋 π

2）为 Y , 可得：

X = (cos θ, sin θ), Y = (− sin θ, cos θ)

eγ dxγ = Y dθ

这便给出了协变微分式的第一项。

至于第二项，同样将坐标分量的非零部分用 θ 的三角函数表示：

eγ x
αωγ

α =
(
ω1
2 sin θ, ω2

1 cos θ
)
= ω2

1Y

综合这两项，可得：

DX = Y
(
dθ + ω2

1

)
(7.6)

取曲线的弧长参数 s 为自变量，则：

ω1 = (ds) cos θ, ω2 = (ds) sin θ (7.7)

定义测地曲率：

κg =
DX

ds =
dθ + ω2

1

ds (7.8)

以描述曲线限制在曲面上的弯曲程度。κg = 0意味着沿曲线 DX = 0,此时曲线为曲面上的测地线。
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考虑沿同一曲线 .平 .行 .移 .动的某矢量场 V , 类似记其法向为 U 有：

0 = DV = U
(
dϕ+ ω2

1

)
ϕ 为 V 与标架的夹角。这表明，

ω2
1 = −dϕ (7.9)

将其带入 (7.8), 可以得到一个很漂亮的结论：

κ =
dθ
ds − dϕ

ds (7.10)

将 κ 的联络部分用 (7.2) 和 (7.7) 带入，可得：

κg =
dθ
ds +

∑
α̸=β

(−1)α

((√
gα
)
β√

gβ

)
duα

ds

=
dθ
ds −

((√
g1
)
2√

g2

)
1

√
g1

cos θ +
((√

g2
)
1√

g1

)
1

√
g2

sin θ

=
dθ
ds −

(
ln√

g1
)
2√

g2
cos θ +

(
ln√

g2
)
1√

g1
sin θ

=
dθ
ds −

(ln g1)2
2
√
g2

cos θ + (ln g2)1
2
√
g1

sin θ

(7.11)

这便是测地曲率在正交参数系下的 Liouville 公式。

联络形式 ω2
1 将测地曲率和高斯曲率紧密地联系在了一起。事实上，

dθ = κg ds− ω2
1 , dω2

1 = −K dσ (7.12)

将第一式沿连续可微的简单闭曲线 C 积分，C = ∂D, D 是具有一致定向的单连通区域，则：

2π =

∮
C

dθ =

∮
C

κg ds+
¨

D

K dσ (7.13)

积分过程中引用了 Stokes 公式。这便是大名鼎鼎的 Gauss-Bonnet 公式。利用 (7.10) 或直接引用
(7.9), 还可导出切向量平行移动一周的倾角变动：

∆ϕ =

¨
D

K dσ (7.14)

8 三维空间的曲线坐标

记空间的标准直角坐标为 (x, y, z), 依此定义曲面坐标系：

q1 = ξ(x, y, z), q2 = η(x, y, z), q3 = ζ(x, y, z), (8.1)

为保证 q1, q2, q3 相互独立（或者说，是完备的），应要求：

∂
(
q1, q2, q3

)
∂(x, y, z)

̸= 0
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与三维空间中的二维曲面类似，通过
(
q1, q2, q3

)
描述的三维空间构成了高维空间中的一个超

曲面，确定了一个具有非平凡度规的流形。可将前述二维曲面的内蕴几何进行推广，用以描述该三
维流形的内蕴几何特性。

8.1 霍奇对偶

为了方便地将三维空间中的各种微分算子与 d 联系起来，引入霍奇对偶。n 维空间中所有的 p

形式构成线性空间, 由外积的反对称性，该空间的维数应由组合数确定：

dimR

p∧
T ∗

x =

(
n

p

)
(8.2)

由二项式系数的对称性，
(
n
p

)
=
(

n
n−p

)
, 这说明，

dimR

p∧
T ∗

x = dimR

n−p∧
T ∗

x

霍奇对偶（Hodge dual）正是给出了 p形式空间和 n−p形式空间的一个同构。若
(
x1, . . . , xn

)
为标准直角坐标，不考虑指标的升降变化，则可以简单地定义：

⋆
(
dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

)
= dxip+1 ∧ · · · ∧ dxin ,

其中 i1, . . . , in 构成 1, 2, . . . , n 的偶排列。

利用霍奇对偶，可以清楚地将 R3 中的矢量积 × 与外积 ∧ 联系在一起。事实上，将矢量场
A,B 写成一次微分形式 a, b, 矢量积对应的微分形式正是：

δij(A×B)
i duj = ⋆ (a ∧ b) (8.3)

对一般的正交坐标系，则宜包含度规的信息（这样也保证了微分形式具有一致的长度量纲，同
时也保证了其协变性）。由于仅考虑正交坐标系，度规张量的非对角元均为 0, 同时对角元非负，故
可取活动标架，使相对分量：

ωj =
√
gj dxj

将前述定义中的 dxj 均用 ωj 替代，得定义：

⋆
(
ωi1 ∧ · · · ∧ ωip

)
= ωip+1 ∧ · · · ∧ ωin (8.4)

特别地，有：

⋆ 1 =
√

det g dx1 ∧ · · · ∧ dxn = dV , ⋆ dxi =

√
det g
gi

dxI (8.5)

其中 (i, I) 构成偶排列。考虑 R3 面元 dσ, 有：

⋆dσj = ωj , ⋆ ωj = dσj (8.6)

对于度规矩阵非正定的情形（例如四维时空，此时流形为赝黎曼流形），许多结论可以推广，但
确实需另加讨论，以处理负数开根的问题；事实上，上述根式中可能应加绝对值。
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8.2 三维微分算子的协变微分形式

梯度、旋度、散度算子有着明确的几何意义，其作用于某一函数所得值的大小与坐标系选取无
关，但它们在不同坐标系下的表达式各不相同，这给具体计算带来了很大不便。外微分算子 d 也
有相似的几何意义，然而其在正交曲面坐标系中有着一致的表达式，若能将梯度、旋度、散度算子
用 d 配合 ⋆ 表达出来，将极大地简化计算。

此节的推导中，为区分矢量、标量，重新引入对矢量记号加粗的约定。有 A = Aiei = Aiei.
即约定分量记号 Ai = Ai, ei 是正交曲线标架的基矢。首先，

du = δij(∇u)
i
ωj (8.7)

这是平凡的；事实上，指定由某曲线 r(t) 确定的方向，则方向微商：

du
dt =

dr
dt ·∇u = δij(∇u)

i

(
dr
dt

)j

= δij(∇u)
iω

j

dt
消去 dt 便得到前述表达式。

将向量场 A 写成微分形式，有：

a = δijA
iωj = A · dℓ

比较旋度定理与 Stokes 公式，有：¨
D

(∇× A) · dσ =

∮
C

A · dℓ =

∮
C

a =

¨
D

da

而 ⋆dσj = ωj , 自然得到，

⋆da = δij(∇× A)
i
ωj (8.8)

类似地，
A · dσ = δijA

i dσj = δijA
i
(
⋆ωj

)
= ⋆ a

比较散度定理与 Stokes 公式，有：˚
Ω

∇ · A dV =

‹
∂Ω

A · dσ =

‹
∂Ω

⋆ a =

˚
Ω

d ⋆ a

利用 ⋆dV = 1, 可得：

⋆d ⋆ a = ∇ · A (8.9)

在上式中，若 A = ∇u, 则 ∇ · A = ∇ ·∇u = ∇2u, 此时，a = du, 自然有：

⋆d ⋆du = ∇2u (8.10)

上述结论汇总如下：

du = δij(∇u)
i
ωj

⋆da = δij(∇× A)
i
ωj

⋆d ⋆ a = ∇ · A

⋆d ⋆du = ∇2u

(8.11)
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8.3 指标升降记号

三维微分算子的协变形式可以在记号上进一步得到简化。一般地，考虑矢量场：

X = Xiei

其中 ei 是由正交曲线坐标确定的 .单 .位正交基矢。注意到，ei = r̂i,

∂i ≡ ri ̸≡ ei

这与二维曲面的情形类似，ei 是由正交曲线系确定的单位正交活动标架之基矢，并不总是自
然标架的基矢。以柱坐标 (ρ, θ, z) 为例，有：

x = ρ cos θ, y = ρ sin θ (8.12)

已知 dr = δij dxi dxj , xi 是标准正交基下的坐标；根据参数变换的规律可知，

gij = δlm
∂xl

∂qi
∂xm

∂qj
,

I = (dρ)2 + ρ2(dθ)2 + (dz)2
(8.13)

类比二维曲面的情形，可知，若将该三维流形嵌入平直的 En 中，则其基矢：

∥rρ∥ = ∥rz∥ = 1, ∥rθ∥ = ρ

从而，∂ρ = eρ, ∂z = ez, 但是 ∂θ = ρ eθ. 一般来说，对正交曲线标架，有：

X = Xiei = X̃i∂i,

∂i =
√
gi ei, X̃i =

1
√
gi
Xi

(8.14)

记 X 在对偶矢量空间中的对应为：

X♭ = X̃i dxi = gijX̃
i dxj

♭ 表指标下降；相反地，♯ 表指标上升。对正交曲线标架，将 X̃i 用 Xi 表示，自然得到：

X♭ = δijX
iωj

利用升降记号，可将 R3 微分算子进一步简化。有：

∇u = (du)♯

∇ · A = ⋆d ⋆(A♭)

∇× A =
(
⋆d(A♭)

)♯
∇2u = ⋆d ⋆du

(8.15)

其中，假定 ∇u,∇× A 的结果均是列矢。
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