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常用特殊函数的引入及其思考
1*

摘要

在通常的数学物理方法教材中，往往通过求解微分方程得到相应的常用特殊函数．本文尝试指出这

一方法的一些缺陷，同时介绍了另一种更为自然的思路，即通过生成函数引入一些基本的特殊函数．
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1. 引言

在经典的数学物理方法教材
[1–4]

中，往往将微

分算子在特殊坐标系下分离变量，通过求解本征

方程得到相应的本征函数，从而定义常用特殊函数

（球函数、柱函数）．其中，球函数、柱函数之意义

与
[1]

一致，分别对应拉普拉斯算符 ∇2 的角向、径

向本征函数．

这一过程在数学上充分严谨，但繁琐而不甚直

观，且由此确定的特殊函数可能与通常定义相差一

个常数倍数．事实上，以 Bessel方程为例，在 z = 0

邻域内求得的级数解具有如下形式：

Cν(z) = c0z
ν

∞∑
k=0

(−1)k

k!

Γ(ν + 1)

Γ(k + ν + 1)

(z
2

)2k

.

可见 c0 的选取是完全任意的，当且仅当 c0 =
1

2ν Γ(ν+1) 时，Cν ≡ Jν , 即得通常定义的 Bessel 函

数．

c0 选取的任意性启示我们，从求解 Bessel 方程

导出 Bessel 函数，似乎不是最自然的选择．同时，

考虑整数阶 Bessel 函数的生成函数，有：

e
x
2 (t−

1
t ) =

∞∑
n=−∞

Jn(x) t
n .

在这一展开式中，Jn 的系数便被自然且唯一地确定

了，且得到 Jn 定义的过程无疑比解方程简明得多，

同时具有明确的物理意义．

此外，对于球函数，也可以采用类似的办法引

入．下面以 Legendre 函数与 Bessel 函数为例，阐

明通过生成函数引入特殊函数的办法．

2. Legendre 函数的引入

利用电磁学的知识，或更为严格地，考虑 Pois-

son 方程的格林函数，可以给出位于原点之点源的

势函数：

G(r) =
1

4π

1

r
. (1)

考虑点源偏离原点的情形，根据无界空间的对称性，

采用
[5]

之记号，记 rrr = r − r′, 有：

G(r; r′) =
1

4π

1

r . (2)

尝试将这一结果展开成变量分离的形式．设 r′

落在 +z 轴上，取球坐标 (r, θ, ϕ), 则 r, r′ 夹角为 θ,

即有 r =
√
r′2 + r2 − 2r′r cos θ, 按 r, r′ 的级数展

开，有：

1

r =
1

r

∞∑
l=0

(
r′

r

)l

Pl(cos θ), r ≥ a > r′ ;

=
1

r′

∞∑
l=0

( r

r′

)l

Pl(cos θ), r ≤ a < r′ .

(3)

第一个展开式适用于 r � r′, 即点源位于球 r = a

内，场点位于较远处的情形；第二个展开式通过调

换第一个展开式中的 r, r′ 得到，适用于相反的情

形，即 r � r′, 场点位于球内，点源位于球外．

引入记号 r<, r> 分别表示 r, r′ 中的较小、较

大者，可以将上述两式合为适用于全空间的一式：

1

r =
1

r>

∞∑
l=0

(
r<
r>

)l

Pl(cos θ) . (4)

该式仅在 r = r′ 且 cos θ = 1时发散，这对应 r = r′,

与物理图像吻合．

展开式中的 Pl(x), l ∈ N 是多项式函数，记比
值 t = r

r′，或简单取 r′ = 1，

1√
1− 2xt+ t2

=

∞∑
l=0

tlPl(x) , (5)
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称 Pl(x), l ∈ N为 Legendre多项式；注意有 Pl(1) =

1. 其一般表达式为：

Pl(x) =
1

l!

dl

dtl
1√

1− 2xt+ t2

∣∣∣∣
t=0

. (6)

在此基础上，可将 (6) 化为更实用的 Rodrigues

公式，即：

Pl(x) =
1

2ll!

dl

dxl

(
x2 − 1

)l
. (7)

上述过程便自然地给出了 Legendre 多项式的定义．

若要验证这一定义与 Legendre 方程的兼容性，

只需将 G 代入其满足的 Poisson 方程，便自然给出

Pl(x) 满足的方程，它正是 Legendre 方程．

3. Bessel 函数的引入

首先，考虑全平面上的齐次 Helmholtz 方程：

(
∇2 + k2

)
φ̃ = 0, r ∈ R2 , (8)

这一方程的解将给出 R2 平面上驻波对应的相因子．

若取平面极坐标 (r, ϕ)，则解可以直接推广到 R3 当

中的柱坐标 (r, ϕ, z) 下，描述 R3 空间中的柱面驻

波．

显然，平面波（相因子）eik·r 是该方程的解，

这可通过将方程在直角坐标下分离变量求解得到．

采取与上一节类似的做法，尝试将 eik·r 展开成在

极坐标下变量分离的形式；取波矢方向 k = k ĵ, 按

ϕ ∈ [0, 2π] 上的 Fourier 级数展开，有：

eik·r = eikr sinϕ =

∞∑
m=−∞

Jm(kr) eimϕ . (9)

记 t = eiϕ，将上式中指数上的 sinϕ 用 t 的函数取

代，可以得到更为简洁的形式：

e
x
2 (t−t−1) =

∞∑
m=−∞

Jm(x) tm , (10)

Jm(x) 即为整数阶 Bessel 函数，Jm(kr) eimϕ 代表

以原点为中心的柱面波．在此基础上，不难给出其

级数展开式．

4. 总结

综上所述，通过生成函数引入 Legendre 函

数与 Bessel 函数是自然而可行的．相较于直

接求解方程，这一办法更具物理直观．当然，

通过生成函数定义的缺陷也是明显的，它往往

只能定义整数阶的特殊函数；对于非整数阶的

特殊函数，必须得借由相应的微分方程来定义．
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